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Was macht Kombinatorik

Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, in der es darum geht, Anzahlen von
Kombinationen und Variationen zu berechnen. Eine solche Auswahl von Objekten aus einer
Grundmenge ist ein k-stufiger Prozess. In jeder Stufe gibt es eine bestimmte Anzahl von
Méglichkeiten. Kennt man die Anzahl der Moglichkeiten in jeder Stufe, dann erhalt man die

Gesamtzahl der Moglichkeiten durch die

Produktregel der Kombinatorik

Wird ein Experiment in k Stufen durchgefihrt,
und sind die Anzahlen der mdglichen Ergebnisse
in diesen Stufen my, my, ..., My

dann hat das Experiment M, -M, -...-M, | mogliche Erg:briigse.

Hat man also bei einer Auswahl fur die erste Stufe 12 Mdglichkeiten, bci der 2. Stufe 8 Mdglichkeiten
und bei der dritten Stufe noch 3 Mdglichkeiten, dann werden diese ‘\rzanlen multipliziert:
Es gibt m=12.8-3 =288 Moglizakeien.

Manche wollen diese Mdéglichkeiten addieren, was abeifaisch ist. Anhand eines Baumdiagramms

wird klar, warum multipliziart werden muss.

2

—_ | N — | S —
jeweils jeweils
8 Moglichkeiten 3 Moglichkeiten

|12 Méglichkeiten|

Der blawe Pfad zeigt an, dass in der ersten Stufe das 3. Objekt ausgewahlt worden ist, in der
zweiten Stufe das 4. und in der letzten Stufe das 3. Element.

Insgesamt kdnnte man m =12-8-3 =288 Pfade einzeichnen ©.
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Die vier Problemstellungen der Kombinatorik

Die Aufgabenstellung lautet:
Wie viele Moglichkeiten gibt es, k aus n Objekten auszuwahlen.

Dabei gibt es vier unterschiedliche Auswahlverfahren, die ich an einigen Beispielen schildere.

1. Art Mit Beachtung der Reihenfolge (= Variation) mit Wiederholungen
2. Art Mit Beachtung der Reihenfolge (= Variation) ohne Wiederholungen
3. Art Ohne Beachtung der Reihenfolge (= Kombination) ohne Wiederholungen

4. Art Ohne Beachtung der Reihenfolge (= Kombination) mit Wiederholtungen

Ubersicht:

Variationen: Ko:akinationen

4. Art

[ Auswahl
ohne Beachtung der Reihenfolge
mit Wiederholungen

Auswahl
unter Beachtung der Reihenfolge
mit Wiederholungen

Geordnete Stichprobe m =n" Ungeordnete Stichprobe | |m =M +k =1
mit Wiederholung n - Tupel mit Wiederholung k
k - Kombination

/ (Com )
Auswahl -l Auswahl

unter Beachtung der Rcienfolge ohne Beachtung der Reihenfolge
ohne Wiede/nolt:aen ohne Wiederholungen
Geordnete Stic'iprobe Ungeordnete Stichprobe
ohne Wicdarholung ohne Wiederholung
N n! _n
m=n-(n-90..%n-k+1)=———=nPr(nk) m= ] =nCr(n,k)
e — T (k)] — k
ke Faktoren Rechner Rechner
5 “asinutationen Platzauswahl

Weitere Formeln fiir den Binomialkoeffizienten:

(n)zn-(n—1)~...-(n—k+1) n!

kI KI-(n—K)!
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Auswahlart 1: Variationen mit Wiederholungen
(Geordnete Stichproben mit Wiederholung)

Beispiel: Ich verlose 3 Biicher unter 20 Personen. Dabei ist es mdglich, dass eine Person
mehrfach ausgewahlt wird. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

Loésung: Da in jeder Stufe alle Personen zur Verfligung stehen, kann man jeden Gewinner aus
diesen 20 Personen auswahlen.
Fur das 1. Buch 20, fiir das 2. Buch 20 und fiir das 3. Buch 20:
Nach der Produktregel ergibt das m =20-20-20 = 20° Mdglichkeiten.

Formel: Hat man bei einer geordneten Stichprobe (Auswahl) von i«
Objekten in jeder Stufe n Elemente zur Auswahl, dann gibt €z

m =n*

Auswahlimaoglichkeiten

Auswabhlart 2: Variationen ohne!Wiederholungen
(Geordnete Stichproben ohne Wiederholung)

1. Fall: Alle Elemente werden ausgewahlt:«Puarinutationen

Beispiel: Ergebnislisten erstellen

12 Kinder laufen die 100 m — Strecke in unterschiedlichen Zeiten. lhre Namen sollen
in einer Liste aufgeschrieben werden, der schnellste Schiler steht oben, der
langsamste unten. Wiewizleil.isten sind moglich?

Loésung: Fur den Sieger (Platz ) gist es 12 Méglichkeiten,
fir den 2. Platz nach 11
fur den 3. Platz nocn, 10

fir den letztgn ioch 1.

Dies sinaiasgesamt m=12-11-10-...-3-2-1=479.001.600 Moglichkeiten.

Formel:
n Ziemente kann man auf n Faktultat Arten anordnen (permutieren),

nl=n-(n-1):(n-2)-....2-1 |
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Beispiel:

Trick:

Formel:

Sonderfall: Permutationen mit gleichen Objekten

Blicher aufstellen

[ Auf wie viele Arten kann man 8 Blcher anordnen. wenn darunter 3 gleiche sind? ]

Man gibt den drei gleichen Blichern zunachst die Nummern 1, 2 und 3. Dann hat man
8 unterscheidbare Blicher mit 8! = 40320 Anordnungsmdglichkeiten. Nimmt man
anschlieRend die Nummern wieder ab, kann man in jedem dieser Falle die dr¢i
gleichen Bucher umordnen, ohne dass es optisch auffallt. Da man 3 Objekin att%! = 6
Arten permutieren kann, haben stets 6 solcher speziellen Umordnungen catiscia
dieselbe Anordnung. Also muss man die Anzahl durch 3! = 6 dividi¢ren:

m— % —6720 Mbglichkeiten.

Befinden sich unter n Objekten n; gleiche von der/Sorte 1,

n, gleiche von der Sorte 2, ..., k gleich Obkjekt3d¢r Sorte k,

dann lassen sich diese n Objekte auf so viel: Arten anordnen:
n!

m= nt!-n,l-..-n!

2. Fall: Geordnete Stichprobe von k Elementen aus n ohne Wiederholung

Beispiel:

Losung:

Formeln:

Kinobesuch

5 Personen kommen ins Kino und.#ncen’in einer Reihe genau 9 freie Platze vor.
Auf wie viele Arten kdnnen sie sichihinsetzen?

Wir beobachten was dabei nassieit:

Person 1 wahlt sich seinen 2latz aus, er hat dazu 9 Mdglichkeiten.
Person 2 stehen dann nociy8 Platze zur Verfigung.

Person 3 wahlt aus 1)?laizen aus. Person 4 wahlt aus 6 Platzen aus.
Person 5 kann dann noch aus 5 Platzen auswahlen.

Das ergibt: i1 =9,8.7-6-5=15120 Mdoglichkeiten. (Teilpermutationen)

Das Produkt#5»8:7 -6 -5 ist eine Teilpermutation, die man auf unterschiedliche
Art bereChnei kiunn (siehe Abschnitt 1):

m-9.8.7.6.5.28765]4321 39

1-14.-3.21 41

dier wurde das Produkt als Bruch mit dem Nenner 1 geschrieben.
Dieser wurde dann so erweitert, dass im Zahler 9! entsteht, also mit 4!

(1)

2)  Den k-ten Faktor kann man durch n-k +1 berechnen:
Hier: Der 5. Faktorist 9-5+1=5.

(3) Geeignete Rechner besitzen fir diese Formel eine spezielle Funktion.
Diese ist mit nPr(n,k) abgekirzt.

Fir die Rechnung in (1) gibt man dann ein: nPr(9,5) und erhalt 151209.

(4) | Geordnete Stichprobe (Variation) ohne Wiederholung:
k—ter Faktor
—
m=n-(n-1)-..-(n—k+1) = bzw. =nPr(n,k)
(n-k)! ~Redhner
k Faktoren Rechner
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Beispiel:

Losung:

Formel:

Hinweis:

Auswahlart 3: Kombinationen ohne Wiederholung
(Ungeordnete Stichproben ohne Wiederholung)

Platzauswahl

5 Personen kommen ins Kino und finden in einer Reihe genau 9 freie Platze vor.
Auf wie viele Arten kdnnen die Platze ausgewahlt werden?

Wir beobachten was dabei passiert:

Fir die 1. Auswahl stehen 9 Platze zur Verfigung.
Fur die 2. Stufe noch 8, fur die 3. Stufe noch 7, fir die 4. Stufe noch 6
und fur die 5. Stufe hat man noch 5 Platze zur Auswanhl.

Achtung: Die Formel m=9-8-7-6-5 liefert ein falsches Ergi:bniyy
denn sie berucksichtigt auch unterschiedliche Zieliungsieihenfolgen
far dieselbe Platzauswahl.

Da man 5 Objekte auf 5! = 120 Arten permutieren kann, gibtes)fir jede ausgewahlte
Platzgruppe 120 verschiedene Ziehungsreihenfolgen. Also 1iiiss man die Anzahl
m=9-8-7-6-5 durch 120 dividieren. Die Formel fur ¢i: Piatzauswahl lautet also:
9-8.7-6-5
m=—o—-—o - F— ——
5!

Man kann diesen Bruch so erweitern, dass im Zaller eine Fakultat entsteht:

/ 987654321 o \

51.[4.3.21 L5041
Geeignete Rechner haben dazu dies=n.Rechenbefehl: nCr(9,5)
Man kurzt diesen Bruch auch mit 13\ ab, gelesen ,9 Uber 5%
5

Dieses Symbol heif3t Binomialkocffizient. Er wird so berechnet:

Die untere Zahl gibt an; wie viele Faktoren im Zahler stehen,
beginnend mit der ok'eran z:hl.

\Dann wird noch durclidie 7 akultat der unteren Zahl dividiert. /

Ungeordn:t.. Sichprobe (=Kombination) ohne Wiederholung

Fir cie Cerechnung der Méglichkeiten, k Objekte aus n auszuwahlen,
wobei ':ein Objekt wiederholt wird und die Auswahireihenfolge keine
Rcile spielt verwendet man den Binomialkoeffizienten:

n-(n=1)-..-(n—k+1) nl
k! An—
K (n k)! Rechnerbefehl

Wichtigste Anwendung ist die Platzauswahl

Wenn sich Personen die Platze auswahlen und sich dann hinsetzen,
dann spielt die Reihenfolge doch eine Rolle, und dann gibt es
m=9.8-7-6-5 Mdglichkeiten.

Friedrich Buckel
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Auswahlart 4: Kombinationen mit Wiederholung
(Ungeordnete Stichproben mit Wiederholung)

Beispiel Getrankeauswahl

Der Eintritt in einer Disco beinhaltet drei Getranke, die man sich selbst
zusammenstellen kann. Zur Auswahl stehen: Apfelsaft, Cola, Kiba und Wasser.
Wie viele Moglichkeiten der Zusammenstellung gibt es.

Schreibe die unterschiedlichen Mdéglichkeiten auf und berechne ihre Anzahl.

. +k- S g
Formel: Es gibt m= [n kk 1J Kombinationen mit Wiederholung:
Losung: Wahlt man also 3 Objekte aus 4 Objekten aus, wobei WieGariigiungen mdéglich sind

und die Reihenfolge der Auswahl keine Rolle spielt, danraeht das auf

mo[4+3-1)_(6)_ 554 _ £-54 [ frnen
3 3)7 3 £

Die Auflistung der der Auswahlgetranke erforGart eine gewisse Systematik.

Zur Verfigung steht die Grundmenge G.=; 6\,(,,K,W}

Ich wahle zuerst die Tripel aus, die mit'A beginnen, dann die mit B usw.

Das ergibt:

[(ATATA)(ALATC);(ATATK)(ATA|W)]
(AICIC)(AICIK);(AlC|W)
(AIK|K);(AIK|W)

(AW w)
(crcic)(ciciky(ciciw) |
(CIKI|K);(CIK|W)
(Clw|w)

| (KK K); (KK W)
(KIW|W)

(Wiw|w)
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